




Бакалаврская работа по теме «Слойные графы групп» содержит 26  
страниц текста, 4 использованных источника. 
ГРАФ, ГРАФ КЭЛИ, ЦИКЛИЧЕСКАЯ ГРУППА, СЛОЙНЫЙ ГРАФ, 
СЛОЙ, ГРУППА ДИЭДРА, СПЕКТР ГРУППЫ, ГРАФ ГРЮНБЕРГА-
КЕГЕЛЯ, ПРИМАРНАЯ ГРУППА. 
Цель работы – построить слойные графы циклических групп 
различных порядков, сравнить их с графами Кэли, научиться получать 
информацию о слойных графах. 
В результате работы были построены слойные графы циклических 
групп различных порядков, мы сравнили их с графами Кэли. Из слойных 
графов удается получать информацию о количестве элементов данного 
порядка, о спектре группы, о расположении обратных элементов, о 
подгруппах. Также были построены слойные графы и графы Кэли  групп 
диэдра, сравнили их между собой. Показали, как по слойному графу 
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Теория групп — один из важных разделов «неколичественной» (если 
можно так сказать) математики. Хотя понятие группы появилось в 
математике сравнительно недавно, оно оказалось на редкость плодотворным. 
Например, теория групп дала мощные средства для исследования 
алгебраических уравнений, геометрических преобразований, а также для 
решения ряда задач топологии и теории чисел. 
Две особенности теории групп привели к тому, что создалась традиция 
откладывать ее изучение на более поздние этапы. Первая из них — это 
высокая степень абстракции, свойственная теоретико-групповым понятиям, а 
умение обращаться с абстрактными понятиями приходит с математической 
зрелостью. Вторая особенность состоит в том, что теория групп имеет 
глубокие связи с другими областями науки, проследить которые можно лишь 
тогда, когда учащийся уже знаком с основами этих наук. 
Теория групп начала оформляться в качестве самостоятельного раздела 
математики в конце восемнадцатого века. В течение первых десятилетий 
девятнадцатого века она развивалась медленно и практически не привлекала 
к себе внимания. Но затем, около 1830 года, благодаря работам Галуа и 
Абеля о разрешимости алгебраических уравнений всего за несколько лет она 
совершила гигантский скачок, который оказал глубокое влияние на развитие 
всей математики [1]. 
Начало теории графов было положено Л. Эйлером в его знаменитом 
рассуждении о кенигсбергских мостах.  Однако эта тема не развивалась в 
течение почти ста лет. 
 Интерес к проблемам теории графов возродился в начале 19 века и был 
сосредоточен главным образом в Англии. Графы стали использоваться при 
построении схем электрических цепей и молекулярных схем. Как отдельная 
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математическая дисциплина теория графов была впервые представлена в 
работе венгерского математика Д. Кенига в 30-е годы ХХ столетия. 
 Графы естественным образом появляются и в математике, в частности, 
как производные объекты некоторых математических структур [2]. 
 Граф Кэли первоначально рассматривали как объект, связанный с 
группой. Идею применения графов в представлении групп предложил 
английский математик А. Кэли (1821–1895). 
В последнее время большое распространение получили графы 
Грюнберга-Кегеля. При помощи слойного графа легко выписать этот граф: 
достаточно использовать список слоѐв из слойного графа.  
В данной работе  мы будем изучать слойные графы, их построение,  
распределение элементов по слоям, сравнение с графами Кэли.  
В начале работы даны определения, которые нам понадобятся для 
дальнейшей работы, приведем примеры построения графов Кэли  
циклических групп различных порядков. 
Во втором разделе рассмотрены определения слойного графа, слоя. 
Описан алгоритм построения слойного графа и  некоторые примеры слойных 
графов циклических групп. Найдены спектры групп. Сравнены между собой 
графы Кэли и слойные графы. 
В следующем разделе  рассмотрены  слойные графы примарных 
циклических групп. Сделаны выводы о распределении элементов по слоям в 
этих группах. 
В разделе 4  дано определение графа Грюнберга-Кегеля, рассмотрены 
слойные графы циклических групп, порядки которых являются 




В пятом разделе рассмотрены слойные графы циклических групп, 
порядки которых являются произведением трех простых чисел. Сделаны 
выводы о распределении элементов по слоям. 
Далее  показано, как  при помощи слойного графа можно  найти 
количество элементов одного порядка, установить, какими подгруппами 
обладает группа,  как найти спектр группы, увидеть расположение  обратных 
элементов. 
В последнем разделе    рассмотрены графы Кэли и слойные графы  


















1 Графы Кэли циклических групп 
В этом разделе мы дадим определения графа, графа Кэли,  приведем 
примеры построения графов Кэли циклических групп различных порядков. 
Определение. Графом называется конечная совокупность точек, 
называемых вершинами, некоторые из них соединены друг с другом 
линиями, называемыми ребрами графа. 
Определение. Графом Кэли группы называется множество вершин 
(взаимно однозначно соответствующих элементам группы) и множество 
цветных ориентированных дуг (каждому порождающему соответствует 
ориентированная дуга, своего цвета). Каждая вершина, соответствующая 
элементу х, соединяется с вершиной, соответствующей элементу     
посредством дуги, цвет которой соответствует умножению на  порождающий 
элемента a. 
Пример 1. Построим граф Кэли циклической  группы   . Он состоит из 











a 𝑎  
Рисунок 1 –  Граф Кэли циклической  группы C  
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Напомним, что группа G порожденная одним элементом, называется 
циклической группой. 
Пример 2. Теперь  построим граф Кэли циклической   группы   9. Он 










 Пример 3. Граф Кэли циклической группы    . Он состоит из 
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Рисунок 3 – Граф Кэли  циклической группы C    
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Из рассмотренных выше рисунков можно сделать вывод, что графы 
Кэли циклических групп имеют один и тот же вид для групп различных 
порядков. 
 Теперь перейдем к построению слойных  графов циклических групп. 
 
2 Слойные графы и их построение 
В этом разделе мы рассмотрим определения  слойного графа, слоя, 
спектра. Рассмотрим алгоритм построения слойного графа,  построим 
слойные графы циклических групп различных порядков, сравним между 
собой графы Кэли и слойные графы.  
Определение. Слойным графом называется  граф Кэли, у которого 
элементы каждого порядка, расположены на своѐм слое.   
Определение. Слоем группы называется множество элементов одного 
порядка. 
 Определение. Спектром конечной группы называется множество w(G) 
порядков ее элементов. 
Алгоритм построения слойного графа: построение начинается с графа 
Кэли, с единичного элемента. По графу определяем порядки всех элементов. 
Построение происходит путем размещения элементов по своим слоям. 
Пример 4. Рассмотрим слойный граф циклической группы   . Он 
состоит из элементов {      }, расположенных на двух слоях первого 













Из рисунка видно, что на  первом слое один элемент порядка 1, а на 
втором слое два элемента порядка 3. w(G)={1,3}. 
Слойный граф отличается от графа Кэли тем, что на слойном графе 
видна структура группы. Из расположения элемента на слойном графе ясно, 
каков его порядок. Видно, как расположены элементы данного порядка в 
группе, и сколько элементов расположено на одном слое. 
Пример 5. Рассмотрим слойный граф циклической группы   . Он 
состоит из элементов {           4}, расположенных на двух слоях  первого 
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Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, а на 5-
слое четыре элемента порядка 5. w(G)={1,5}. 
Теперь рассмотрим  случай циклической группы произвольного 
простого порядка. 
Пример 6. Рассмотрим слойный граф циклической группы   . Он 
состоит из элементов {              ; }, расположенных на двух слоях  









Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, а на 
p - слое      элементов порядка p. w(G)={1, p}. 
Докажем, что элементы слойного графа циклической группы простого 
порядка расположены на двух слоях: на первом слое один элемент порядка 1, 
а на втором       элемент порядка  p; и этот граф – треугольник. 
Очевидно, что единичный элемент-это единственный элемент первого 
слоя. Пусть G – группа простого порядка p. Предположим, что граф группы 
G не треугольник, то есть  найдется элемент   на слое, не совпадающим с p-
слоем и единичным слоем. Тогда в группе G есть неединичные элементы 
порядка отличного от 1 и p. По следствию из теоремы  Лагранжа |G|:|a|.  
a 𝑎  𝑎  𝑎4 
. . . 
e 
𝑎𝑝;  𝑎𝑝;  





Противоречие, потому-что  p – простое число. Так как на первом слое один 
элемент, то все остальные     элементов находятся на   - слое. 
Пример 7. Рассмотрим слойный граф циклической группы  9  Он 
состоит из элементов  {           4     6  7  8}, распложенных на трех 









Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, на 3-
слое два элемента порядка 3, и на 9-слое шесть элементов порядка 9. 
w(G)={1,3,9}. 
 3 Слойные графы примарных циклических групп 
В этом разделе мы рассмотрим  слойные графы примарных 
циклических групп. 
Определение. Примарной группой называется группа, все элементы в 
которой имеют порядок, равный некоторой степени простого числа p. 
Рассмотрим общий случай циклической группы, порядок которого 
является квадратом простого числа. 
𝑎  𝑎6 
e 
a 𝑎  𝑎4 𝑎  𝑎7 𝑎8 






Пример 8. Рассмотрим слойный граф циклической группы    . Он 
состоит из элементов  {        ;       :      
 ; }, распложенных на 










Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1,  на p-
слое     элементов порядка  , а на   -слое      элементов  порядка   . 
w(G)={1, p,   }. 
Пример 9. Рассмотрим слойный граф циклической группы    . Он 
состоит из элементов, расположенных на n слоях  элементов порядков 1,  , 
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Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1,  на p-
слое     элементов порядка  , а на   -слое      элементов  порядка   , 
на    ; -слое    ;    ;  элементов порядка   ; , на   -слое       ;  
элементов порядка   . w(G)={1, p,        ;     }. 
 
 4 Слойные графы циклических групп, порядок которых является 
произведением двух простых чисел 
 В этом параграфе мы рассмотрим слойные графы циклических группп, 
порядки которых являются произведением двух различных простых чисел. 
Определение. Графом Грюнберга-Кегеля называется граф, состоящий из 
простых делителей порядков элементов группы, в котором две различные 
вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда группа содержит элемент 
порядка pq [3]. 
 При помощи слойного графа легко выписать этот граф: достаточно 
использовать список слоѐв из слойного графа.  
Мы построим графы Грюнберга-Кегеля по некоторым нашим слойным 
графам.   
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Пример 10. Рассмотрим слойный граф циклической группы   0. Он 
состоит из элементов {          9}, распложенных на четырех слоях  










Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, на 2-
слое один элемент порядка 2, на 5-слое четыре элемента  порядка 5 и, 
наконец, на  10-слое четыре элемента порядка 10. w(G)={1, 2, 5, 10}. 
Построим по слойному графу циклической группы   0 граф 
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Рисунок 10 – Слойный граф циклической группы C 0 
2 5 
Рисунок  11 – Граф Грюнберга-Кегеля 
циклической группы  𝐶 0 
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Пример 11. Рассмотрим слойный граф циклической группы     . Он 










Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, на 3-
слое два элемента порядка 3, на 5-слое четыре элемента порядка 5 и, наконец, 
на 15-слое восемь элементов порядка 15. w(G)={1, 3, 5, 15}. 
Построим по слойному графу циклической группы      граф 





Пример 12. Рассмотрим слойный граф циклической группы    7. Он 
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Рисунок  13 – Граф Грюнберга-Кегеля 











Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, на 3-
слое два элемента порядка 3, на 7-слое шесть элементов порядка 7 и, 
наконец, на 21-слое двенадцать элементов порядка 21. w(G)={1, 3,7, 21}. 
Графы Грюнберга-Кегеля циклической группы C  7 и C    выглядят 
одинаково. 
Теперь рассмотрим произвольный случай  слойного графа циклической 
группы порядка pq. 
Пример 13. Слойный граф циклической группы    . Он состоит из 
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Слойный граф циклической группы простого порядка      состоит из 
четырех слоев; на первом  слое один элемент, на p-слое     элемент, на q-
слое    , на pq-слое          элемент. w(G)={1, p, q, pq}. 
Рассмотрим построенный слойный граф    . Элемент a находится на 
слое   , и с этого слоя  при умножении на элемент a первый раз переходим 
на слой q на p-ом шаге. Далее на   -ом шаге и так далее, последний раз 
переходим на слой q на pq-p шаге. То есть на слое q:      элемент, 
аналогично, на слое p:     элемент. Все остальные элементы неединичные 
элементы  на слое                      .  
Для групп     из слойного графа сразу видна подгрупповая структура. 
Слой 1 и слой q образуют подгруппу, и р-слой и 1-слой об также образует 
подгруппу. Других собственных подгрупп нет. В графе Кэли увидеть 
подгрупповую структуру проблематично. 
 
5 Слойные графы циклических групп, порядок которых является 
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  В данном разделе мы рассмотрим слойные графы циклических групп, 
порядок которых является произведением трех простых чисел, построим 
граф Грюнберга-Кегеля. Сделаем выводы о том, как выглядит слойный граф 
циклической группы   1      и слойный граф циклической группы     . 
Пример 14. Рассмотрим слойный граф циклической группы     , при 













Из рисунка видно, что на первом слое один элемент порядка 1, на слое 
2 – также, один элемент порядка 2, на слое 3 – два элемента порядка 3, на 
слое 7 –  шесть элементов порядка 7, на слое 2*3 – один элемент порядка 2*3, 
на слое 2*7 – шесть элементов порядка 2*7, на слое 3*7 – одиннадцать 
элементов порядка 3*7, и наконец, на последнем, 2*3*7 слое – все 
оставшиеся элементы порядка 2*3*7. w(G)={1, 2, 3, 7, 2*3, 2*7, 3*7, 2*3*7}. 
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Построим по слойному графу циклической группы C    7 граф 







Слойный граф циклической группы простого порядка      выглядит 
аналогично      7 . Он состоит из восьми слоев. На первом слое один 
элемент; на p-слое      элемент; на q-слое     элемент; на r-слое     
элемент, на  pq-слое          элемент,  на pr-слое          
элемент, на qr-слое          элемент, и на последнем   pqr-слое 
                            элемент. 
Рассмотрим построенный слойный граф     . Элемент а находятся на 
слое    , c этого слоя первый раз переходим на   -cлой на qr-ом шаге. Далее 
на 2qr шаге, и так далее до pqr 1. То есть на слое         элемент. 
Аналогично, на  pr-слое: элементы находятся на слое pq, r, q, p. Все 
остальные неединичные элементы  находятся на слое               
              .  
Слойный граф циклической группы порядка  pq  изображен на (рис. 
15), а слойный граф циклической группы порядка  pqr  выглядит аналогично 
слойному графу циклической группы      7. Опираясь на эти графы, 
нетрудно представить, как будет выглядеть слойный граф циклической 
группы   1     . Пусть            – различные простые числа. Слойный 
граф группы   1     состоит из слоев: на первом слое один элемент, на слое 
2 3 
Рисунок  17 – Граф Грюнберга-Кегеля 




           элемент, на слое         элемент, и т.д. На слое         
элемент. На слое                   элемент. На слое              
     элемент, и т.д. На слое   ;      ;      ;       элемент. На 
слое                           элемент. На слое 
  ;   ;        ;   ;      ;    ;       элемент и т.д.  На слое 
                                  элемент. 
 
6 Методика работы со слойными графами 
Покажем, как по слойному графу найти: 
1)Мощности слоев. 
Чтобы найти мощность слоя, нужно на слойном графе  посчитать, сколько  
элементов находится на этом слое. 
2) Расположение обратных элементов: например, на слойных графах  
циклических групп они расположены  симметрично друг другу, за 
исключением элементов 2-слоя, которые обратны к самим себе. 
3) Порядок каждого элемента – это номер слоя, на котором он 
расположен. 
4) С помощью слойного графа циклической группы легко построить 
граф Грюнберга-Кегеля этой группы. Мы строили графы Грюнберга-Кегеля 
для всех примеров рассмотренных групп. 
5) По слойному графу легко увидеть спектр группы. Для этого 
достаточно посмотреть номера слоев слойного графа. 
6) Нахождение подгрупп. 
Покажем на примере 8, какие подгруппы есть в циклической группе, и 
как они расположены на слойном графе. 
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 Рассмотрим слойный граф циклической группы      (рис. 12). В графе 
есть 3 подгруппы: единичный элемент,      0 – то есть целиком 1-слой и 3-
слой; еще одна подгруппа –       6  9    – то есть целиком 1-слой и 5-слой; 














На графе Кэли циклической группы       не видно подгрупп.  В 
слойных графах циклических групп подгруппы набираются слоями. 
 
 7 Графы Кэли и слойные графы групп диэдра 
В этом параграфе  мы рассмотрим  графы Кэли и слойные графы  групп 
диэдра. Сравним  их между собой. 
 Определение. Группой диэдра называется группа, порождѐнная двумя 














Рисунок 12 - Слойный граф циклической группы C    
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элементами порядка 2. 
 Пример. Построим граф Кэли группы диэдра D2.3. Он состоит из 
элементов {e, a, a2, b, ab, a2b} (рис. 18). 











 Построив граф Кэли группы диэдра  D2.3, можно увидеть, что обход  
нижней грани у графа  D2.3  идет по часовой стрелки от элемента е, а на 
верхней грани обход идет в противоположном направлении. 
 Теперь построим слойный граф группы диэдра D2.3. Он состоит из 












𝑎  a 
𝑎 b ab 
b 
Рисунок 18 – Граф Кэли группы диэдра D2.3 












Из рисунка видно, что элементы поделены на три слоя первого, второго и 
третьего порядка. На рисунке видно, какой порядок имеет элемент из группы, 
также видно, какую структуру имеет группа.  w(G)={1, 2, 3}. 
Теперь рассмотрим граф Кэли группы диэдра    9  и слойный граф той 
же группы. Оба графа состоят из элементов 





















Рисунок 20   Граф Кэли группы диэдра D  9 







Построим по слойному графу группы диэдра D  9   граф Грюнберга-






Построив слойные графы групп диэдра, можно сделать вывод: все 
слойные графы групп диэдра получаются путем добавления к слойному 
графу циклической группы слоя элементов порядка 2; из графов видно, какой 
порядок имеет  каждый элемент  из группы. При построении можно 
заметить, что слойный граф группы диэдра отличается от слойного графа 
циклической группы лишь добавлением слоя элементов порядка 2. Для 

















Рисунок  22 – Граф Грюнберга-Кегеля  




В работе получены следующие результаты: 
Рассмотрены примеры слойных графов различных порядков и графов 
Кэли. Сравнили эти графы  между собой.  Построены произвольные случаи 
слойных графов, сделаны выводы о распределении элементов по слоям, 
порядках этих элементов,  мощности слоев, нахождении подгрупп, были 
построены графы Грюнберга-Кегеля по слойным графам.   
Также были рассмотрены примеры слойных графов и графов Кэли 
групп диэдра, сделаны выводы  о  расположении элементов по слоям,   об 
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